5. Grid
一、主題
A plastic grid covers the open of a cylindrical vessel containing water. The grid is covered and the vessel is turned upside down. What is the maximal size of holes in the grid so that water does not flow out when the cover is removed?

一片塑膠網格覆蓋於裝滿水的圓筒之開口端上，先將網格孔洞遮蔽，再將圓筒倒置，當遮蔽移開後，能保持水不流出的網格孔洞最大尺寸為多少？

二、理論[1,2]
由17世紀托里切利的實驗可知，大氣壓力可支撐約等同於10公尺高的水柱重。但是從我們日常經驗裡，當一杯水倒置的時候，甚至連只有幾公分高的水都會立即由杯中流出。這經驗與理論上似乎存在的矛盾是可以解釋的，主要的原因是當水杯倒置時，系統乃為一個典型的不穩定平衡結構，即，密度大的流體(水)置於密度小的流體(空氣)之上。在力學系統中，不穩定平衡狀態是非常常見的，但是在流體中，不穩定平衡的現象表現形式與其背後的物理機制常常不是那麼可直覺判斷。一個密度大的流體在重力場中處在一個密度小的流體上所構成的不穩定現象，被稱做Rayleigh –Taylor instability. 使現象最早於1883年由Rayleigh提出描述，而Taylor在1950年也論證了此不穩定的現象也可發生在流體處於加速度座標系統中，而於同年Lewis以實驗證明了此現象。
1. Rayleigh –Taylor instability
Rayleigh –Taylor instability所描述的問題如圖一(a)所示，在一重力場g下，密度較大()的流體置於在密度較小()的流體之上，兩流體的介面位於y=0的位置。如果液體的介面一開始是平衡的，在此介面上的每一點＝＝。當介面處一旦引進一個微小的擾動ξ(x)，使原本ｙ＝０變成ｙ＝ξ(x)，將會產生局部壓力差，且此壓力差對介面的施力方向傾向使擾動繼續擴大，因此稱原本的狀態處於不穩定平衡。壓力在不可壓縮流體中，是正比於流體深度的，故在較深的點(ξ>0)其壓力會大於，在位置ξ>0時，其壓力會正比於密度，如圖一(b)，在介面兩端的壓力分別為：
, , 壓力差 ,            (1)
此壓力差使ξ往變大的方向運動，由牛頓第二運動定律可知：
    ,                                                    (2)
式子中的A是介面面積，m是受介面壓力差影響而產生移動液體的質量。要估計質量m，假設Rayleigh –Taylor instability產生一個基本表面波，位移量ξ會由介面隨距離y以形式衰減，其中k=2/為波數，而為擾動的波長。流體的運
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圖一 兩密度不同的流體介面示意圖。(a)平衡狀態介面;(b)受微擾影響的介面。[1]

動程度亦隨y衰減，故估計擾動會影響的流體深度約為k－1，受擾動影響的有效質量為：
    ，                                       (3)
式中m1與m2分別是較輕和較重的流體質量。指數函數遞減的特徵長度為k－1是因為非黏滯性的流體速度場不具旋度且不可壓縮，故可以用正則模態分析而得。由式子(1)~(3)可以得到流體定點的運動方程式：
                                   (4)
其中，即為Atwood number。
由(4)式可解得
     ,                           (5)
其中。由式(5)可知，當介面在任何情況下一旦有小微擾位移，則此位移會持續以的比率隨時間以指數型成長，直至介面完全被破壞。
 
2. 表面張力的影響
由前面的討論可知， Rayleigh –Taylor instability將破壞任何倒置水面的穩定存在，但若加上水的表面張力的影響，則系統可在特定的條件下處於穩定平衡。因表面張力的方向將與微擾位移反向，對有限的位移之貢獻如同提供了彈性的回復力。假設圖一中的介面有一個表面張力，其表面張力係數為σ，則運動方程式(2)的右邊須外加一表面張力FST：
  ，                                            (6)
其中Rc是水與空氣介面曲率的半徑。介面曲線函數為ξ(x)，數學幾何上可以求得其曲率半徑為
      ，                                               (7)
如前假設表面波唯一正則模態，則ξ(x)~，遠小於1，則式(7)所得曲率會近似於－1/k2。故式(4)須修正為
      ＝（kg－）ξ，                                            (8)
由(8)式可解得
       ，                                             (9)
                                                (10)
可知ξ為一個指數函數，ST為實數隨時間為遞增波，ST為虛數隨時間為震盪波，而兩種狀態間的臨界波數
      =，                                                (11)
即若倒置的水面欲處於穩定狀態，其微擾的表面波波數必須大於，反之則水面會崩潰。實際代入水的表面張力係數σ=0.072 N/m，室溫時空氣密度, 水密度 =1000 與重力常數g=9.8 m/s2，則可由(11)式得=368 m-1。的大小受水面的邊界條件影響，假設水面只存在單一波數的表面波，且在表面的孔洞上形成半波長駐波，則由=0.017 m，可知欲使水不流出的孔洞最大邊長為a==8.5 mm。
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三、實驗設置與結果
[image: ]1. 實驗儀器
(1) 試管夾。 (2) 水桶。
(3) 壓克力筒（內徑7.0 cm，外徑8.0 cm）
,長30 cm，25 cm與20cm。
 (
壓克力板用膠帶
固定於開口端
) (
水桶
) (
試管夾及壓克力
管
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(4) 不同孔洞尺寸的壓克力板。
a. 壓克力板（4Ｘ4 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
b. 壓克力板（5Ｘ5 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
c. 壓克力板（6Ｘ6 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
d. 壓克力板（7Ｘ7 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
e. 壓克力板（8Ｘ8 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
f. 壓克力板（9Ｘ9mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
以上壓克力板厚度皆1 mm，直徑8 cm。
 (
a
b
c
d
e
f
)
(5) 不同孔洞間距的壓克力板。
壓克力板（7Ｘ7 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4 mm），
壓克力板（7ｘ7 mm的陣列正方洞，洞與洞間距7 mm）。
壓克力板（7ｘ7 mm的陣列正方洞，洞與洞間距10 mm）。
以上壓克力板厚度皆1 mm，直徑8 cm。
(6) 不同厚度的壓克力板。
壓克力板（7Ｘ7 mm的陣列正方洞，洞與洞間距4mm）
壓克力板厚度分別為1, 2, 3 mm，直徑8 cm。
(7) 不同單一孔洞尺寸的壓克力板。
壓克力板（邊長為10 mm到15 mm的正方洞各一個）。

2. 實驗設計
基本步驟：使用一端開放的壓克力筒，開放端裝上不同孔洞規格的的壓克力板，黏上膠帶，加滿水後，用壓克力板蓋住開口端使完全密合，倒置，調整筒子的角度至水平，使用一試管夾固定壓克力管，將壓克力板移開，紀錄水流狀況。

(1) 改變筒長: 20 cm, 25cm, 30 cm
結果：對水是否流出孔洞無具體影響。
(2) 改變孔洞尺寸(二維陣列): 4Ｘ4 mm, 5Ｘ5 mm, 6Ｘ6 mm, 7Ｘ7 mm, 7.5X7.5mm，8Ｘ8 mm, 9Ｘ9 mm, (洞間距皆為4 mm，板厚1 mm，管壁內徑70 mm）
結果：
孔洞邊長4 mm，5 mm，6 mm水面皆可保持穩定。
邊長7 mm的正方洞只可以在4Ｘ4以下的陣列時水不流出(16個洞)。
邊長7.5 mm的正方洞只可以在3X3以下的陣列時水不流出(9個洞)。
邊長8 mm的正方洞只可以在2Ｘ2的陣列時水不流出(4個洞)。
邊長9 mm的正方洞以上皆無法維持二維陣列以上水不流出。
 (
4 mm X4 mm
5 mmX5 mm
 
6 mmX6 mm
 
7 mmX7 mm
 
)
 (
7.5 mmX7.5 mm
 
8mmX8 mm
 
9mmX9 mm
 
)
(3) 改變孔洞尺寸(一維陣列): 7Ｘ7 mm, 8Ｘ8 mm, 9Ｘ9 mm (洞與洞間距皆為4 mm，板厚1 mm，管壁內徑70 mm）
結果：
孔洞邊長7 mm以下水面皆可保持穩定。
邊長8 mm的正方洞只可以在1Ｘ5以下的陣列時水不流出。
邊長9 mm的正方洞只可以在1Ｘ4以下的陣列時水不流出。
 (
8 mmX8 mm
 
9 mmX9 mm
 
7 mmX7 mm
 
9 mmX9 mm
 
)

(4) 改變孔洞尺寸(單一孔洞): 10Ｘ10 mm, 11Ｘ11 mm, 12Ｘ12 mm, 13Ｘ13 mm, 14Ｘ14 mm (板厚1 mm，管壁內徑70 mm）
結果：
孔洞邊長13 mm以下水面皆可保持穩定。
孔洞邊長14 mm以上水便由孔洞流出。
 (
11 mmX11 mm
 
10 mmX10 mm
 
)
 (
13 mmX13 mm
 
12 mmX12 mm
 
14 mmX14 mm
 
)
(5) 改變壓克力板厚度 1mm，2mm，3mm（7X7 mm的陣列正方洞，洞與洞間距皆為4 mm，管壁內徑70 mm）
結果：
間距7mm的方洞，可維持3X5方型孔洞陣列(15個洞)。
間距10mm的方洞，可維持3X4方型孔洞陣列(12個洞)。
間距對結果影響不大，但同樣的面積範圍內，間距越大的陣列反而有越不穩定的趨勢。
 (
邊長
7X7mm 
間距
7mm
邊長
7X7mm 
間距
10
mm
)
(6) 改變壓克力厚度(一維陣列): 1mm, 2 mm, 3 mm (洞與洞間距皆為4 mm，邊長7X7mm，管壁內徑70 mm）
結果：壓克力板厚度1mm最多可維持4X4方形孔洞陣列(16個洞)。
      壓克力板厚度2mm最多可維持3X3方形孔洞陣列(9個洞)。
      壓克力板厚度3mm無法維持3X3以上的方形孔洞陣列。
 (
厚度
1mm
厚度
2mm
厚度
3mm
)

四、結果討論
1. 系統是否達穩定平衡與上方水柱高度無關：在實驗範圍管柱高度造成的水壓皆遠較大氣壓力小，如理論中所述，此系統可達平衡狀態，是否產生水流崩潰只取決於流體系統是處於穩定平衡或非穩定平衡。而穩定或非穩定平衡則決定於空氣與水介面附近的壓力分佈與表面張力的競爭結果，即Rayleigh –Taylor instability是否發生，關鍵為表面水波分布之相關參數。
2. 由實驗結果可知，影響水是否流出的關鍵參數為孔洞尺寸、孔洞分布形式(單一孔洞、一維或二維陣列)與週期性孔洞個數。根據理論推導，水是否流出取決於表面微擾水波的波數。在真實的結構中，由於實體的邊界條件，微擾水波的波數不會是單一數值，而是由多個波疊加。以正弦波的正交解表示，即
                                           (12)
如圖二所示，當參與疊加的波數n越多時可越接近方形孔洞的幾何邊界。由此觀點判斷，不同的週期幾何結構分布有不同的k值貢獻，因而孔洞邊長最大值與理論數值8.5 mm(由單一k值推導) 有差異，且受孔洞個數與分佈結構影響。


圖二 由不同級數的正弦波所疊合的表面位移波形，累加至n=5所疊合的波形較只有n=1的正弦波更符合孔洞幾何邊界。
3. 一個特定的幾何結構可經富利葉轉換而得到其成分波的分量。在本實驗的系統中，圓筒的直徑D為70 mm，由於筒邊界的限制，在與筒的交界處可視水的位移為0，因此，在x=0至x=D的範圍內，任何的幾何形狀都可以由無窮多的正弦正交解(半波長為D)總和表示:
                                      (12)
不同的幾何結構所對應的Ak 分佈如下：
(1) 單一孔洞

 (
W
) (
k
c
)
當洞寬W=14 mm時，由圖可知主要的組成波k分量皆集中在kc以下，因此水會流出。

(2) 週期性孔洞 (5個洞)
 (
W
) (
k
c
)
當洞寬由W=8 mm增為W=9 mm時，由圖可知主要的組成波k分量會轉為至kc以下，因此水會流出。此結果與一維陣列實驗符合。實驗結果顯示W=8 mm的洞可維持穩定至5個洞並排，但W=9 mm的洞卻無法在5個洞時穩定。
4. 如前述討論，如果以一維的週期性方孔排列來看，5個洞的周期應可維持到W=8 mm。雖然二維排列的兩軸方向獨立，但實驗上在W=7 mm時已無法在5×5的陣列中保持穩定。最主要的原因是本系統時為圓柱型的軸向對稱，故以方型的結構來看，對角線的周期會比邊長的周期還長。其平均值約為。當W=7 mm時，約為8.5 mm，恰為無法維持5個洞周期的臨界值。
5. 改變間距與厚度時都會使k<kc的組成波增加，因此周期結構間距增加反而會有水面更不穩定的現象。而厚度增加至約1/kc~2.7 mm時，對穩定性開始有明顯影響。

五、結論
綜合原理分析與實驗結果顯示，在周期性結構中，維持穩定的孔洞最大值約為7~8 mm邊長，且受孔洞幾何分佈影響。根據理論推斷，影響孔洞最大值的主要因素與次要因素歸納如下:
(1) 主要因素：孔洞個數，孔洞分布形式。 (因為影響組成波不同k值的強度分佈)間距越大，其k值越小，越不容易平衡。

(2) 次要因素: 圓筒直徑(直徑越小水越不易流出，但須當尺寸接近c才會有明顯影響)、孔洞壓克力板厚度(厚度越厚水越易流出，但須當厚度接近1/kc會有明顯影響) 、孔洞間距(間距越大水越易流出，當間距接近 c會有明顯影響)。

(3) 不直接相關因素：圓筒長度。
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